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il piano non euclideo.
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Quantitativo
La Geometria e`...
...lo studio dello spazio e delle grandezze spaziali:
Misurabili geometrici
lunghezza, area, ampiezza, volume...
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Qualitativo
La topologia e`...
...lo studio dello spazio e delle proprieta` stabili per
deformazioni:
Misurabili topologici
numero dei buchi in una superficie, tipo di
annodamento ...
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Sulla natura della geometria
Spazio come?
Fisico? Ideale? Percepito dai sensi?
La versione di Penrose:






... e poi c’e` la teoria matematica
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Nella scia di Italo Calvino
Lezioni americane
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Geometria: la retta
Tre versioni della retta
Minimizza la distanza tra due punti.
E` la traiettoria di un raggio di luce.
E` invariante per simmetria.
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Euclide
Un nuovo inizio...
Euclide: studioso ad Alessandria durante il regno di
Tolomeo I (323283 a.C.).
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Euclide
Euclide congela tutto
Pochi oggetti ben conosciuti da cui inziare:
piano, punto, retta...
Poche proprieta` empiricamente verificabili, i
postulati: per due punti passa una sola retta...
La deduzione di ogni altra proprieta` e la
definizione di ogni altro oggetto a partire da
questi.
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Il V di Euclide
Il V di Euclide: versione originale
Il V di Euclide: versione equivalente
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Un fastidioso formicolio...
...gia` inquietava Euclide
Quanto in la` devo spingermi per vedere se
s’intersecano?
Nicola Arcozzi Le geometrie non euclidee
Fenomeni euclidei: invarianza di scala
Talete
Per ogni triangolo dato ne posso trovare uno avente
lati di lunghezza doppia.
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Fenomeni euclidei: somma degli angoli interni di un
triangolo
α + β + γ = pi...
...quindi triangoli con lati in proporzione hanno gli
stessi angoli.
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Fenomeni euclidei: rette a distanza costante
L’insieme dei punti aventi distanza fissata da una
retta e da una parte di essa...
...costituiscono una retta.
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Fenomeni euclidei: crescita di area e perimetro del cerchio
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L’anti-piano: la sfera
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Grandi cerchi su una sfera
Due versioni dei grandi cerchi
Minimizzano la distanza tra due punti.
Sono invarianti per simmetria.
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Gia` un assioma vacilla...
Unicita`
Per due punti diametralmente opposti passano
infiniti grandi cerchi.
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Fenomeni sferici: nessuna invarianza di scala
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Fenomeni sferici: somma degli angoli interni di un triangolo
Area(ABC ) = R2(Â + B̂ + Ĉ − pi)
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Fenomeni sferici: non vi sono rette a distanza costante
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Fenomeni sferici: c’e` un limite alla crescita di area e
perimetro del cerchio
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Un modello discreto del piano
Misure
Raggio = 1, Perimetro = 6, Area = 6
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Un modello discreto del piano
Misure
Raggio = 2, Perimetro = 6 × 2, Area = 6 × 22
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Togliamo un triangolo da ogni vertice
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Togliamo un triangolo da ogni vertice
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Togliamo un triangolo da ogni vertice
Un icosaedro!
Una sfera discretizzata.
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Geometria vs. Topologia
Regola del gioco
5 lati per ogni vertice.
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Geometria vs. Topologia
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Geometria vs. Topologia
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Geometria vs. Topologia
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Geometria vs. Topologia
Area in pieno sviluppo:
che relazione c’e` tra proprieta` topologiche e
geometriche?
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Sfere discrete: i solidi platonici
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Aggiungiamo un triangolo ad ogni vertice
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Aggiungiamo un triangolo ad ogni vertice
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Terzo passo
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La verione di M.C. Escher
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Un problema aperto
Realizzabilita` del modello “in grande”
E` possibile continuare la costruzione indefinitamente
nello spazio senza che la struttura si autointersechi?
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Ferdinand Karl Schweikart 1818
Janos Bolyai 1820 (pubb. 1832)
Nokolaj Lobacevskiy 1826
Bernhard Riemann 1854 (pubb. 1867)
Eugenio Beltrami 1868
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Un modello matematico di Beltrami
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Un modello in 3D di Beltrami
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Non possiamo vedere il piano non euclideo
David Hilbert, 1901
Non esiste una superficie nello spazio euclideo
3-dimensionale, la cui geometria “intrinseca” sia
non euclidea.
John Nash, 1954
Esiste una superficie nello spazio euclideo
6-dimensionale la cui geometria “intrinseca” e` non
euclidea.
Problema aperto.
Esiste una superficie nello spazio euclideo
4-dimensionale la cui geometria “intrinseca” e` non
euclidea?
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La forma dell’universo
Nei limiti dell’errore degli strumenti...
From these values, the universe seems to be flat.
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Geometria iperbolica in natura
A cosa serve?
Concentrare tanta superficie in poco volume...
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Letture consigliate
Roberto Bonola Silvia Benvenuti
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Grazie per l’attenzione
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